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��������� 

=������������ 
��!��� "���!�� "� ����� ���������� ����-
!���� ������ � ����� ���"���# ���!��� "����������� ��@ ��
-
������ ������������ �"�-���������� ��%& ��. �.�. ��
����. =� 
����-�� >��� ����� ��������@ � "���� ����� �
��� «�������-
�����@ �������� � ����@ ����!����» � «%���@ ������������ 
����!����», ��
������ "���� �������@ "����	� �
�� «%�����-
�����@ ��������». 

� ��
������ ��
����@ ���!����� ����!���� ������������� 
������ � �
�����-�������� ������� ������������� ��
����� 
���A�� ������� "�������@ ��	�������� ����!���� ���������� 
������. 

&��!��� ������, ���#������ � "���!��, "��"���	�#� �!@��-
�����
# ���!���
 ������� ������ 
������� ���������� ��-
����� ����������� ��@ ���!���������� 
"
	�� ������. � 
"���!�� ��������� ������� � ������� � ������� � 
"
	��� 
>���������, ���#?��� ��������� ��"@A���@. D���������� ��-
����� ����!���� �� ��"���
�� ���!������ ��������� ��� �� 
������ ������� �����	� �C���@, "��
�����	� ������� "�"���-
������@, ��� � "�!��A����, "����@@ ����� "@��� ��������-
-�� ������� ������������ 
"
	�� �������. �������� �����-
	� � "�!��A����	� �C���� "�����@�� �-����� �����A����� 
C���� "����@���� �� "������ ������� ��������-�� ����-
������ ������. 

'�@ !���� "����	� ��
����@ ����� ���������� ����!���� 
��A�� ������������ 
��!���� � ����	�E��, "��������� � 
�"���� ������
� [1 – 8]. 
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����� 

� "���!�� ��������� ������������ �������, ���#?�� ��-
	��A��� � 
������� ���A���@ �������������� 

 21 ( )( , ) ( ) ,
2

U qL q q m q U q m q
q

�
� � � ��

�
� � ��  (1) 

	��  q � m — �!�!?����� ��������� � ����� �������; / .q dq dt��  
D���������� F(q) = �U(q) / �q ������#� ����	�� !
"
��"�-

����� ��"����� #�����
, ���� "����-������@ >��	�@ U(q) ���� 
>��	�@ ��E���-�� �����
�-��, 
��A���#?�� �!�!?���
# 
����
 m. (� �"�-������� ������
� ����� 
"���!�@#� ��
���-
��� ����� «
"
	�@ ������������», ���!� "������
��, ��� 
��� ���� �! 
"
	�� >�������.) 

=��"���	����@, ��� � �����@��� { 0 , 0}q q� �� ������� ����-
����@ � 
��������� "���A���� ��������@: 

 
2

2
0 0

( ) ( )0, 0.
q q

U q U q
q q� �

� �
� �

� �
 (2) 

�������������, ���!����� ���A���@ ������� �!���� "���A���@ 
��������@ ���#� ����!�������� ������ � E������ �������� 

( )q q�  @��@#��@ �����
����. 
H��� �!��� "� �������� ��
?�����@���@ �� ���@, �������-

��� "������ ����!���� �. =���� ����	�� ������������� 
������ ����� ����� "����� >��	��  

 2
0

1( , ) ( ) ,
2

E q q m q U q E� � �� �  (3) 
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�. �. ��@ ���A����, 
��������@#?�� 
������# (1), ( , ) /dE q q dt 	�  
0	 . =����@���@ ����	������@ $0 �"����@���@ ���������� 


�����@��. J��� 
"
	�@ ������������ ����������@, �. �. 
U(q)  = U(–q) � F(q)  =  –F(–q), �� E������ �������� ���#� 
����������� ��� ������������ ���� 
 �,q q�  — ��. 1. 
 

 
���. 1. K������ �������� ������������� �������  

�!���� "���A���@ 
��������	� ��������@ { 0, 0}q q� ��   E02 > E01  

 
=�����	�
�� ����� ������� "����	� �!���� (�� ����� 1 

�� ����� 2, ��. ��. 1), 
������� (3), ������ �� >��� 
������ 
��A�� "��������� � ���� � 02 ( )dt dq m E U q�� � . =�������
 � 
����� 1 "� t = 0 ����� $0 = U(A), �� 

 
� 0

2( ) 4 ; ( ) ,
( )2 ( ) ( )

A dqT A A
T A

U A U q
m

�
� � �

�
�  (4) 

"� >��� ���!���C�� ���������� ������#� 
�������� �����
��� 
A =  max(q): � � � �
 �,(0) , (0) 0 ( 2) , ( 2) 0 .q A q q T A q T� � �� �� �  J��� 
�������� ������@ ������������ F(q), �� "����-�����
# >��	�# 
�"����@#� ��� 

 
0

( ) (0) ( ) ( ) ( ) ( ) .
q A

q

U q U F x dx U A U q F x dx� � � � �� �  (5) 

$���	�� (4) � �!?�� ��
��� �����@� ��������. '�@ �������� 
������ F(q)=cq,  U(q) = c q2/ 2 + C � �����A�� ����	������� � 
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�����
��� E���. =���� ����!���� �� ������� �� ��"���
��: 
2 .T m c� �  %���� ����!���@ ������#� �%�!"���&��. =����� �  

������#� '�����() !
"
��"�����. O�������� ���������� 
������ @��@���@ ��������� ������������� � �"����@���@ ��� 
���	��� 
	�� ������� ������� ������������ � ��� q : 
c(q) = dF(q) / dq. P����������
 � �������#?�� A��������# 
(dc(q) / dq > 0, q > 0 )  ������#� '�����, � 
!���#?�� A�����-
���# (dc(q) / dq < 0, q > 0 )  — ������.  

� �!?�� ��
��� 
������� ���A���@ ����� ��� m d 2q / dt 2 =  
=  –F(q) . J��� ������ ����� ���C��! ������ 0 0 ,t t F m q�  
	�� {F0 , q0} — ��������� �������@ ���� � "���A���@, �� ���-
A���� ������� !
��� �"��������@ !��������� 
�������� 
d 2x / dt 2= – f (x) , x = q / q0 , f = F / F0 . %�� ��� ������������� ��-
����� ������������, � �
����� "���A���� 
��������, ��� ����-
���� ���A���@ @��@#��@ �����
����, �. �. ��
?�����@#��@ "�-
���������� ���A���@ � �������� ����!����, �����@?�� �� 
��������� 
������: � �0 0, .t th x dx dt� �

��  ��!��@ � �������C�� 

��������� 
�����@ ���� 
 �0 0, 0 ,t tx A dx dt� �� �  !
��� �������� 

��������� ���������� � ��"���
��� ����!����. =� >��� "��"�-
��	���, ��� 
"
	�@ ������������ @��@���@ �����������. '�@ 
"��
����@ ������� ������� � ��"���
�� �
A�� ��"������ �!-
����� "��!��������: 0 0 0,F m q A Aq��� � . 

'����� 
��!��� "���!�� "���@?��� �"�������# ����������� 
������� ����!���� �� ��"���
�� �(A). =� ����-�� >�
 ������-
����� ������#� �������� �"�	�� ��@ ����������
#?�� ����!�-
������� �������. $��	�� 
��!��� ����������� �!���
# E
��-
-�# A(�). '�@ A������ ������������ ������� ���!����� 
����!���� ��������� � 
���������� ��"���
��, ��@ �@	��� — 

!�����. =��-�"������� ��� >��� E
��-�� "������ �� ��. 2. 

=� ������������ ������� ���������� ������ ���
 �� ��-
������ �
������� "�������@�� "��
����� ������� �������-
�����. � "���� ������ "���!�@ ��� �!�� �������� ��"�� ����-
��� ����������� ������������� ���������� ������. ����� 
����� "���@?�� !������� �������� � "����������� "��A���-
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�� 
"
	��� �"����. ������� ������������ ����� ������ @�-
�@#��@ �@	���� �
�����-���������. �������� ������� � 
"
-
	��� �"���� "� ������� ������ "���!�� ��������� � ��-
���� ������. %���� ������� �!����#� A������� �
�����-
��������� �������� ��������������. 
 

 

���. 2. H!?�� ��� ����������� ������� 
���!����� ����!���� �� ��"���
�� ��@ 
A������ (�"�	
� 1) � �@	��� (�"�	
� 2) 
������ 

� �������� ������ �����@?�	� "���!�@ ����A��� ������ �-
C���� ������ � ���!����� ����!���@� ������ � �
�����-
��������� �������� �������������� �� ������ ������ "�"�-
��������@.  

� "@��� ������ "���!�@ ��������� ��"��� "���������	� 
"�������@ �������� ������� ��������-�� ���������� ������. 

� "���A���� ����A���@ ��!�����@ � ��"������# ����C-
��	� ������@ "� ����������� ��������. =���������� 24 "��-
-�"������� �������� ����� � �������� ������ ��@ 72 �����-
��� ����C��	� ������@. 
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1. ������ �������  

�	������ ����	����� ����
�  

� ����� ������ �������. �������  
�	����������� �	�	�������� 

$�
����� ����!���� �#!�� ������������ ������� �������A-
�� !�� �����@ �� ������������, �. �. ����������� ��A�
 �!�!-
?����� "����?����� � �!�!?����� �����, ����������
#?�� 
>���
 "����?���#. %���@ ����������� ��A�� !��� "��
���� 
��
�@ "
�@��: 

1) ������������ — � ��
������ ���������	
� ����
������ 
���	����
� ������� "�� ��������� �!�!?����� ���� (��@ �����-
����� "����� ������); 

2) >��"����������� — 	�����������		�� 
�����	
�� ���-
�������	� �!�!?����	� "����?���@ "�� ��������� �!�!?����� 
���� (��@ ���!� ���A��� ������). 

=��
�����@ ������������ ��A�� !��� "���������� � ���� 
	�E��� ��� E��
��. =� >��"������������ �"�������� ��-
���������� E��
�� @��@���@ ��
������� ��� ��� ���� �""��-
����-�� >��"������������ ������. =����������� �������-
����� � ���� E��
�� ���!������ "� ������������� ��
����� 
����!���� �������. 

�� ��. 3 "���������� "����� ���������� ������������ ��-
��!�������� ������� � ����� ���"���# ���!��� � "������� 	�-
E��� �� �����������. 

�� ��. 3, 
 ���!�A��� ������, �����@ ��A�� ���?����@ � 
	������������ ��"������� !�� ����@. � -���� ���� ������ 
C����� ���"���� � ���#?�� A�������� � "
A����, ����� ��-
���� "� �������� ���� l "� ���� "�����������	� ���@A���@ 
N0. ������������@ (�!�!?����@) ���� F ��@���� � 	���������-
��� (�!�!?�����) "����?����� ! �����������# 



 9 

 
 

���. 3. +������������ ���������� �����������  
"����� ������������ ����!�������� ������  

� ����� ���"���# ���!��� 
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 0
2 2

( ) ,N cl xF cx
x l

�
� �

�
 (6) 

�����@ "� �������� !, ���������� ����� "� �������# �� �����-
���� l, "������� ��� 

 
3

0 0 3
1 ( ) .
2

x xF N cl N
l l

� � �  (6�) 

����� ���A���� (6) � (6�) "���!�� �������� � [8, § 6]. 
����� ����� ! ������ �� ��!�� � ����
 ����� F "� ��������� ��-
����C���@ ��A�
 �� �!���#����� ����������, �. �. �������-
����� �����"���
�. �������@ ������������ @��@���@ ���-
A����� �������� ������� ������������ �������� ! = 0. ����@ 
"��������@ ���� F "� "����?���# ! @��@���@ ��������� "���-
A��������: 

 
2 2

0 0 0
2 2 2

3 0; 3 0,
2

N N NdF x d F xc c
dx l l ll dx l

� � � �� � � � � � �� � � �
� � � �

 (6!) 

��� ��	�� �������� �� ��. 3, 
, 	�� ������ ����� F(!) "����"���� 

�����������@ � ����� �!���#���� �������� !. P����������
, 
���#?
# "���A������
# ���
# "�������
# ���� "� "����?�-
��#, ������#� '�����.  

�� ��. 3, � "������� "���!��@ ���!�A����� �� ��. 3, 
 ��-
����, ��"���A����@ !�� ����� ��A�
 ��
�@ ����������� 
"
-
	��� >���������. (�A��� >������ ���������� ������������ 
	���������, "����@?�� ���� -��� ���� ������, � ������� �� 
��
� C����� ���"������ � ���������� "���A���� "
A��, 
���#?�� A�������� � � ����
 l . =
A��� "���?��� � C����� 
�"���� ����� ���� A������ �
!��, �� ��"
���#?�� �������-
��@ ���� "
A�� "� ���?���� ������. ������ "
A�� � 	��-
������� � ���������� "���A���� ���� �. ������������� ���-
A���� ������������  

 
2 2

2 ( cos ) 1
2 cos

lF c l x
x xl l

� �
� � � �� �

� �� � ��  
 (7) 
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�����@� �����	���� ���A���# (6). =� !, ���������� ����� "� 
�������# � l, ����������� "������� ��� 

 
2

2 4 2
2

3 12 cos sin sin 2 (sin sin 2 ) .
4 2

x xF cx
l l

� �
� � � � � � � � �� �

�  
 (7�) 

R�	�� ������, ��� ���A���@ (6) � (6�) "� N0 = 0 ���� ������� 
��
��� ���A���� (7) � (7�) "� � = �/2 � "��������� A�������� 
"
A��. H������, ��� � ���A���@� (7) � (7�) �������� x �� ��A�� 
!��� ����C� �
�@. '��� � ���, ��� 
"
	�� >������� �� �������-
�� � �������, "�>���
 "���� >������ �!����� ������ "� ���-
?���� ������ �"��� (��. ��. 3, �), � ���A���@, "��
������ 
"� ���������� �	� ����������	� ��������@, "�	���� ������ � 
>��� ��
���. =� ���?���� ������ ����� �
A�� ��"��������� >�� 
A� ���A���@, ������� F � ! �� ���
�@��. P����������� �����-
�� �����"���
�, ��� @��@���@ ���A����� �������� ����� ��-
����� ������������ �������� !  =  0. ����@ "��������@ ���� F 
"� "����?���# ! ���-�������: 

 

2
2 4 2

2

2
4 2

2

2cos 3 sin sin 2 3 (sin sin 2 ) 0;

6 (sin sin 2 ) 3sin sin 2 0.

dF x xc
dx l l

d F c x
l ldx

� �
� � � � � � � � � �� �

�  

� �� � � � � � � !� ��  

 (7!) 

H! >��� ������������
�� ���A� ��. 3, �, 	�� ������ ����� F(!) 
"����"���� 
����C����@ � ����� �!���#���� �������� ! .  P�-
���������
, ���#?
# ���-������
# ���
# "�������
# ��-
�� "� "����?���#, ������#� ������.  

�� ��. 3, 	 "������ "����#?�� A������ ���A��� � ������-
������ ����������� ������������ �������� �������� "�� ���-
������ ����������� ���� F, "���A����� ����� ��� ��������. 
=� ���������� "��?���@� ����������	� "����?���@ y "�-
�?���@ ���� F, 
������C���#?�� ���������#?
# ���
, ��-
�
# "���������# 
������	� ���� A������� � "��?���@ "�	
-
A����	� �!T��� ���A�@, ���A�� !��� ��� !���C�, ��� !���C� 
�������� y. P����������� ������� '���
� �������"���
�. 

�� ��. 3, � ���!�A�� 
"
	�� >������, "���!��� "������-
��� �� ��. 3, �, �� ���"������ � ������, ���#?�� ������ ��-
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��������� "����?���� y, ������������� �� "���A���@ ������-
��@ ������� "� F = 0. P����������� ������� �"����@���@ ��-
�A���@�� (7) � (7�) "� ������ ! �� y � ��"��������� ���-
����@ >��� ���A���� �� ���-�������� �������@ �	
�����, �. �. 
��� ����
� �������"���
�. 

=��������@ �� ��. 3, � ������ ���"���� � ���������� "�-
��A���� � "
A�����, ���#?��� A�������� �, ��"���A��� ���-
������� � ������ !0 ��A�
 ��
�@ "
A�����, ���#?��� A���-
����� 3�. H�������, ��� "� |!| < !0 A�������� ������� ���� 2�, � 
"� |!| > !0 ��� �������@�� 5�. P����������� ������� �������-
������
� '���
� �����"���
�. 

�� ��. 3, � "������� A������ �����, �����@?���@ �� ��
�-
����� "������ ������, ���"������ � "
A�����, ���#?��� 
A�������� �. =� �!��� ������� ��A��@ "
A��� ���@�
�� �� 
!0. =��� �!���#���@ �������� ���?���@ ! ������ ����C� ����-
���� "�����������	� ���@A���@ !0, �!� "
A��� �!���#� �� 
���@A����. H�������, ��� "� |!| < !0 A�������� ������� ���� 
2�. =� !0 < |!| < !0 + a, 	�� a — ���� ��
������ "������ ��-
���� �� ���
��� ���?�� ������, ���� "
A��� ����#�����@ �� 
�!���, ������@�� � ���������� "���A����. O�������� ������� 
���� �. 

=� |!| > !0 + a ����� �!���#� �!� "
A��� (���� �� ���@A�-
���, �
	�@ �� �A����) � A�������� ������� �"@�� ���� 2�. P�-
���������� ������� �������-������
� �����"���
� (����
� 
"� !0 < |!| < !0 + a, �����-'���
� "� |!| > !0 + a). 

�� ��. 3, ' "������ ��
���, �����	����� ���!�A�����
 �� 
��. 3, �, �� ����@@ "�� "
A�� ���
����
��. =� |!| < !0 A���-
����� ������� ���� �
�#, � "� |!| > !0 ��� �������@�� 3�. P���-
�������� ������� �������-������
� 	&"�'����
� '���
� ���-
��"���
�. �����	���
# �����������
 ����� � "
A����@ 
�
E�� � �������, "��������@ �� ��. 3, %  � ��
A�?�@ ��@ �����-
����@ ������ ����, ���� �� ������ A����� ��@���� � ���C��� "�-
�
�
E���, � �
	�@ — � ��
������. =���!��� ����� ���A���@ 
��@ ������������ �
E��: 

 2
0 0( ), ,M cnr� "�" " � "  (8) 

	�� n — ����� "
A��; � — A��������; r — ���
� ��"����@ 
"
A��, "������ � [8, § 6]. 
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�� ��. 3, � ������ "���?��� !�� ����� ��A�
 ��
�@ "
A�-
����, ���#?��� A�������� �, "����������� "��A����� ����� 
F0 . H�������, ��� "� |F| < F0 A�������� ������� ���� !�������-
����� (! = 0), � "� |F| > F0 ��� �������@�� � . P����������� ��-
����� �������-������
� 	&"�'����
� ����
� �����"���
�. 
�����	���
# �����������
 ����� � "
A����@ �
E�� � "����-
�������� "��A����� "
A��, "��������@ �� ��. 3, �. ����� ��-
�A���@ ��@ ������������ �
E��: 

 2
0 0 0, ,M cnr M M M nP r� "� � �  (9) 

	�� n — ����� "
A��; � — A��������; r — ���
� ��"����@ 
"
A��; �0 — ���� "�����������	� "��A���@ "
A��, "���!�� 
�������� � [8, § 6]. %�� A� "������� �
	�� "���� "����� 
���������� ������������ ����!�������� ������ � ����� ���- 
"���# ���!���. 

� ������� �����
�-�@� ��C�� ����� ��"����
#��@ ����!�-
������� ������� �� ������ ���A����� 
"
	�� >��������, �!�-
��#?�� �� ��	�!. 

 
 

���. 4  H!?�� ��� �����������  
�
�����-�������� ������������ 

 
� ��������� � ��������� ��"��� �"� (A�������, 
"
	���, 

� "������������ "��A�����, 
������������� � ������ � !�� 
�����, ���������� � ����������� ��� ���A�@) ����� 
"
	�� 
>������� "�����@#� ���������� ����� C����� �"��� �������-
��� �����������, ���� ������ ���!���� C���� ��"����-
���� ����������� �
�����-��������. H!?�� ��� ����� ����-
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������� "������ �� ��. 4, � ���!���� 
��!��@ ������������@ 
E��� ��"��� ��	�@��� ����
#?�� �!����: 

 
1 0

2 1 2 0 0

0 1 0

"�    ,
( )

( ) sign "�   ;

,

k q q q
F q

k q k k q q q q

F k q

# $%�&
� � �%'

�

 (10) 

	�� q  —  �!�!?����� "����?���� �������; k1 � k2 — A�������� 
(��>EE�-����� �������) �������������� "���	� � ����	� �� 
������ �������� 
������� ������������. =� k1 < k2 ���A���� 
(10) �"������� A����
# �����������
, � "� k1 > k2 — �@	�
#, 
�. �. ��� "������� � �!��� ��
��@�. 

=��
����� ����������� ��@ ������ � 
"
	�� ������� !����-
��	� ��"�, ���#��#?�� �������� ���� �"�, ��������� ��A�. 

2. ���!��� �	�	���������  
����	������ ����
� ���	 �	���  

� !��!��
� ����	
�,  
� ��
 ���� ����	������� ���"	��
� 

+�������� ���!�A���
# �� ��. 5, 
 �����������
# ����-
������
# ������
 � ����� ���"���# ���!���. �����	����@ �����-
�� "����A��� � ����� �� �������� ����C��	� ������@ � ������-
���@ ������ ��������� �������@�� "�������. &"
	�� ����� 
������� — >�� !���� � ��	�!��� A��������# EI, ���#?�@:  

– �������
# C����
# �"�
 �� ����� ���; 
– ��� 
"
	�� �"�� � "������������ "��A����� ( (���� "��-

���������	� �A���@ P) � "�����������# ) = 1/k( (�������@ A���-
����� k(), 
������������ !�� ����� �� �����@��� l �� ����	� ��@ � 
�	�������#?�� ����������� ���?���@ !���� ���� � ����; 

– 
"
	
# �"�
, ���#?
# A�������� k, �����
# �� �"������� 
"
A���� ������	� !������ � �	�������#?
# 
	�� "������ ����-
��@ !���� �� "���� ���, �� ���@@ �� �	� ���?���@ "� ��������. 

%���� A� �"����� "���	� ��@ ��A�� !��� ���������� "�-
�������� ��
� 	������������ "
A��, ����"������ � "����A-
��� �������� � ����������� � ���#?��� �����
 � A������� ��-
��
"��� !���� (��. 5, �). B �������� ����C��	� ������@ 
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��"����
���@ ������ �����, "��������@ �� ��. 5, 
, ��� ��� ��� 
"�?� � ��!
�� ������@ ����C�	� ����� �������� ������. 

 

 

���. 5. =���� (
, �) ������������ ������� � ����� ���"���# ���!��� 
� �@	��� �
�����-�������� ������������� 
"
	�� ������� 

 
 

���. 6. P����������� "����������� "��A���� 
"
	�� �"� 

������������ ������� �!
�������� �������� "����������� 
"��A���� 
"
	�� �"�. D���"����� �"�, �!��"�����#?�� ���
 
"�����������	� "��A���@, ������ �������� ��A��� � ������ 
�"� ������������ (��. 6, 
 � � ��������������). �� �� ������-
��� ��A�� ����������� ��� ���� 
"
	�� >������ � �
�����-
�������� ���A������ �@	��� ����������� ������������� 
(��. 6, 	). D���� v — "����?���� �"���	� ������@ !����; Y — 
����, ������
#?�@ �� �"�
 �� ������ !����. 

������������@ E��� ��"��� ������������ �����	� ������-
��@ "����������� "��A���� 
"
	�� �"� ����� ���   
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� �
0  "� ;

sgn( ) (a) ��� sgn( ) / (!) "� ,

v Y P

v Y v Y v v Y P

# � $%
&

� ) � ( � �( ) *%'
 (11) 

	�� Y — ����; v — c��?����; ) — "�����������; ( = P) — "����-
�������� "��A���� 
"
	�	� >�������.  

=�����@ �� �!�!?���
# ��������
 q ����������� "����-
?���� ������@ !���� � ����� ��"����@ �����, "��
��� ������-
�����
 
"
	�� ������� F(q) ��@ ��A��	� �� ��
���� (11). 

H������ ����
 �� 
"
	�	� ������, ��� >�� "������� �� ��. 7. 
 

 
 

���. 7. &"
	�� ����� � �����, ���������� �
	 �� �
	� 
 

=����, ��� �!�!?����� "����?���� q � ���� F(q), ������
-
#?�@ �� ������ ����� �� 
"
	�� �����, ��"������ ����. %�-
	�� ���� ����������@ 
"
	�	� ������ �� ����
 ��	����� ������
 
�����
 ��#���� ��"������ ���� � ���� –F(q) . &������� ���-
A���@ ����� ��	����� �����
 �����
 ��#���� ����� ��� 

 
2

2 ( ).d qm F q
dt

��  (12) 

H"������ "����?���� q �� ���������@ ���������	� ��-
E��������@ !�����-�����	� 
"
	�	� ������ "�� ��������� 
���� F, "��
��� ����������� F(q) . '�@ 
"�?���@ ��������@ "�-
���?���� ������� ���������� 
"
	�� >������, �����C�@�@ 
����� 
"
	�	� ������ @��@���@ �������� (��. 8).  

D���������� Y(v) ���� �������������@ !���� � 
"
	�� ����-
������ >�������� �� ����������	� "����?���@ ������@ !���� 
� ����� �������� "������� �� ��. 6, 	 � ���A����@ E��
���� 
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(11). ��������@ ��������� ��
� ��� (F � Y) ��E���-�@ �������� 
����� 
"
	�	� ������ "�����@���@ "��-�"
 �
"�"���-�� 
("��-�" ������������� �������@ ���), "�>���
 "����?���@ ��-
������� ������� q(F,Y) � v(F,Y) ��	
� !��� ��"����� � ���� 

 
;

,
qq qv

vq vv

q F Y
v F Y

� ) �)#%
& � ) �)%'

 (13) 

	�� )kj — �������� "����������� (��. 9).  
 

 

���. 8. ���������� 
"
	�� >������ � �������@ ����� 
"
	�	� ������ 

����-� "������������ #  @��@���@ ����������� � "���A�-
������ �"���������: 

 ; ; det 0.qq qv
vq qv qq vv vq qv

vq vv
D

) )� �
� ) � ) � � ) ) � ) ) �� �) )�  

# #  (14) 

H������, ��� "� ������� 
"
	�� �"� � ������ "���������- 
��� ����
�� 
�������� �� ������ ��E���-�# ����� !����, �� � 
��E���-�� 
"
	�� �"�. %� ���� � �!?�� ��
��� E��
�� ��@ 
���������@ "������������ "����� ����	��� ��� �� "�������-
��@ ����������
#?�� ��	�!�#?�� ��������, �������	� �� ��	�!-
�
# A�������� !����, ���A�� ���#���� � ��!@ ���A� �
��
 "�-
��������� ����������
#?�� ���-�� 
"
	�� �"�, �������� �� 
A�������� (
���A����� �� "�����������) >��� �"�: 

 
1

,
n

xk x j ik i j
k j

ix iL

M M R R
dz

EI c�

) � �+�  (15) 
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	�� Mxk(j), — ��	�!�#?�� ������ � !����; Rik(j) — ���-�@ i-� �"�-
� �� ��������� ��	
���, "���A����� "� ��"������# k(j);  
EIx — ��	�!��@ A�������� !����; �i — A�������� i-� �"��; n — 
����� 
"
	�� �"�.  

 

���. 9. �"#� ��@ �"�������@ �������� "������������ 

 
�� ��. 9 "������� ���-�� (���� � ����� �"�� � ������ � 

"���� �"��) � >"#� ��	�!�#?�� �������� �� ��������� 
��	
���, "���A����� "� ��"������@�  q  �  v  � �������, ����� 
� "������ ������ ������ �� ��. 5. 

=������ E��
�
 (15), "��
��� ����
#?�� ���A���@ ��@ 
"������������:  

3 3 3 3

3 3 6 6

2 2

8 4 11 2 54 ; ;
3 3 6 3 2

4 1 5 5 25 5; 4 .
3 3 3 3 4 12( ) ( )

qq qv
x x x x

vv
x x x x

l l l l
E I E I E I E I

l l l lD
E I E I EI EI

� � � �) � � � ) � � �� � � �
� � � �

� � � �) � � � � , � �� � � �
� � � �

 (16) 
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D���������� F(q)  (�����������
 �������) "��
���, �C�� 
������
 
������� (8) "� �������� �������@� "�������. =��� 
���� F ���������� ����, ���� � ���-�@ Y (��. ��. 8). %���� �!�-
���, �����
���@ ��
���, ����������
#?�� "����
 
������# 
������� (11), �. �. v = 0. %�	�� �� (8) ����
��, ��� 

 
3

3
3 1; ; 6 .
2 4

vq vq x

vv vv x

E ID lY F F q F F Y q q
E I D l

) )
� � � � � �

) )
 (17) 

(�>EE�-���� A�������� "���	� 
������ ������������ (10) 
�������  

 1 34 .vv xE Ik
D l
)

� �  (18) 

D������@ ���� F0 � ���?���@ q0 �� ����� 
������� ����������-
�� (��. ��. 4) ������ �� 
�����@, ��� ���� �������������@ !����  
� 
"
	�� ���������� >�������� Y ���������@ ����� ���� ������-
��	� "��A���@ 
"
	�	� >������� P. � ������������ � ��. 5, 
 �����-
��� ���� ��������	� "��A���@ ���� 2(25 ).xP EI l�  $� (17) "��
-
��� ������C���@ 

 
3

0 02
2 2 1; .
3 75 6 150

v v x

v q v q x

E I D l lF P P q P P
E Il

)
� � � � � �
) )

 (19) 

J��� ���� F "������ �������� F0, �� ���� Y ������ !���C� ��-
�� ��������	� "��A���@ P ���������	� 
"
	�	� >������� � ����-
�������@ "
A��� ������ ��E���������@. ��� ����������
�� 
�����
 
������# ������� (11), � ������� 
������� (13) "�-
������ ��� 

 
;

( ) .
qq qv

vq vv

q F Y

Y P F Y

� ) � )#%
&) � � ) � )%'

 (20) 

$� ����	� 
������@ ������� (20) "��
��� 

 10 1 ,
7 21

v q

v v
Y F P F P

- -

) )
� � � �

) )
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	�� 
3 35 1 7

3 12 4v vv
x x

l l
E I E I-

� �) � ) � ) � � �� �
� �

 — "����@ "����������� 

������� "� ��"������# v, ����@ �
��� "������������ !���� � 
"
A��� ���������	� 
"
	�	� >�������. 

D������, ��� 2 .qq v vq qq D-) ) � ) � ) ) �  %�	�� �� "���	� 
��-
����@ ������� (20) ����
��, ��� 

 

� �

2

3 3

3 3

25 4 5 1 4 3 54 ;
4 7 2 12 7 7 42

7 12 5 1 12 7 5 .
4 4 1 5 2 12 9 3 18

v q v q
qq

v v

x x

v qv

qq qq

x x

q F P

l lF P F P
E I E I

F q P
D D

E I E Iq P q P
l l

- -

-

# � �) ) )
% � ) � � �� �

) )% � ��  
%

# ., , ,% � � � �� � � � �& /% � � � �% , , ,�  �  ' 0&
) )% )

� � �% ) ) � ) ) �%
% , , ,

� � � �%
, � , ,%'

 (21) 

(�>EE�-���� A�������� ����	� 
������ ������������ (10)  

 2 3
7 .
3

v x

qq

E Ik
D l

-)
� �

) ) �
 (22) 

+������� A��������� ����	� � "���	� 
������� 
"
	�� ��-
���������� �������@�� 

 1 2 3 3
7 54 .
3 3

x xE I E Ik k
l l

� �� � � �� �
� �

 (23) 

%���� �!����, "��
���� ����
#?
# �����������
 �������: 

 
3

3

4   "� ;
150

( )
7

sgn ( )    "� .
3 90 150

EI lq q
lF q

l EI lq q q
l

# $%%� &
� �% � *� �%�  '

 (24) 
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������C���� A��������� ����	� � "���	� 
������� 
"
	�� 
������������  

  2

1

1 / 1 3/ 60 21 15 7 .
( ) 1 / 1 12 /15 20 27 12

v vv

qq vv qq

Dk
k D D

-) � ) ) � ,
1 � � � � � �

) ) � ) � ) ) � ,
 (25) 

��"����� ������  

 1

0
, ,k qt t x

m q
� �  (26) 

"������ 
������� ���A���@ (12) � ��������������
 ���
:  

 
                        "� 1;

( ) 0, ( )
(1 )sgn "� 1.

x x
x f x f x

x x x

# $%� � � &
1 � �1 *%'

��  (27) 

=���
?����� ����� E��� ��"��� �������� — ��� ����A�� 
��C� ���� !��������� "����� .1  H!����� "����� � ��-
����� ��������� ��
?�����@���@ "� ������C���@� (26). 
 

 
 

���. 10. ���������@ ������������  ������� 

 
�� ��. 10 "������� ������������ �������������� �����-

�� (27), "��������@ � ���C��!�.  
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3. ���!��� �	�	���������  
�	������ ����	������ ����
�,  
�
�$� !��!�� ����� �� �	���	  

� ������������ "���� ����� � �	����
 

+�������� ���!�A���
# �� ��. 11, 
 �����������
# ����-
������
# ������
 � ����� ���"���# ���!���. �����	����@ �����-
�� "����A��� � ����� �� �������� ����C��	� ������@ � ������-
���@ ������ ��������� �������@�� "�������. &"
	�� ����� 
������� — >�� !���� � ��	�!��� A��������# EI, ���#?�@: 

– 
"
	
# �"�
 ��
�������	� �������@ (�� ���@A���� � 
�A����) � �������� A��������# k �� ����� ���, �	�������#?
# 
����������� ���?���@ !���� ���� � ����; 

– ��� 
"
	�� �"�� � "�����������# ) (�������@ A�������� 
k(), 
������������ � ������ ( �� �����@��� l �� ����	� ��@ � 
�	�������#?�� ����������� ���?���@ !���� ���� � ����; 

– C����
# �"�
 �� "���� ���. 
�� "���� ��# !���� A����� ����"��� ��������� ����, E�-

�������� ������ ���-�� �����	� ���� 2. 
H������, ��� �������@ ����� � �!���#��� A������� �"���� 

(��. 11, �) ���� ������� ��
��� �����, "��������� �� ��. 11, 
 
"� �
����� "����������� �"� () = 0), � � �������� ����C��	� 
������@ �������� �� ������������@. 
 

 
 

���. 11. =���� (
, �) ������������ ������� � ����� ���"���# ���!��� 
� A������ �
�����-�������� ������������� 
"
	�� ������� 
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������������ ������� �!
�������� �������� ������������ 

"
	�� �"� � ������ (. P����������� ���������	� >�������, 
"�������@#?�	� ��!�� �����
"����� ��
� ����� �"�, ��"���-
A����� � ����� ������� !���� ��C� � ��A� �� ���, "������� �� 
��. 12, 
. �� ��. 12, � ���!�A�� ������� ��
��� ������������ 
��@ �!���#��� A������ �"�. 

 

 
 

���.12. P����������� ���������	� >������� 
 

������������@ E��� ��"��� ������������ �����	� ������-
��@ 
"
	�� �"� ����� ��� 

 
� �
0 "� ;

sgn( ) / (a) ��� sgn( ) (!) "� ,

Y v

Y v v v Y v v

# � $(%
&

� �( ) � ) � ( *(%'
 (28) 

	�� Y — ����; v — c��?����; ) — "�����������; ( — ���� 
"
-
	�	� >�������. 

'�@ ����	� 
������@ ������� (28) E��� (!) "��"����-
������� E��� (�), "�������
 ��� "�	���� � ��@ �"� � �
����� 
"�����������# () = 0), �. �. �!���#��� A������. H������, ��� 
���A���@ (28) "����@#� ���A���@ (11), �� � �!����� ���-
��� (. ��� "�����@�� ����������� "������������ "��A���� 

"
	�	� >������� ��� ���-�������� ����. =� >��� ��@ "��
-
����@ ����������� ����������� � >�������� � "��A����� ����
-
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�� ������� ���
 �	
������, � ���?���� E
��-���, ��	�� ��� � 
>�������� � ������ — ���?���� �	
������, � ���
 E
��-���. 

=�����@ 
	�� "������ ������@ !���� � ����� ��"����@ ���-
�� �� �!�!?���
# ��������
 q ��@ ������ �������, "��
��� ��-
���������
 
"
	�� ������� F(q) ��@ ��A��	� �� ��
���� (28). 

H������ ���� �� 
"
	�	� ������, ��� >�� "������� �� ��. 13. 
=����, ��� �!�!?����� "����?���� q � �������������� �!�!-
?����@ ���� F(q) (������, ������
#?�� �� ������ ����� �� 
"
-
	�� �����) ��"������ "���� ���� ������� ������. %�	�� ������ 
����������@ 
"
	�	� ������ �� ���� ��	����� ������
 �����
 
��#���� ��"����� "� ���
 ������� ������ � ���� –F(q). &����-
��� ���A���@ ����� ��	����� �����
 �����
 ��#���� ����� ��� 

 
2

2 ( ).d q F q
dt

2 ��  (29) 

H"����@@ "����?���� q �� ���������@ ���������	� ��-
E��������@ !�����-�����	� 
"
	�	� ������ "�� ��������� 
���� F, "��
���� ����������� F(q). '�@ 
"�?���@ ��������@ 
"����?���� ������� ���������� >������. H����C�@�@ ����� 

"
	�	� ������ @��@���@ �������� (��. 14).  
 

 

���. 13. &"
	�� ����� � ���������� ��������� ������ 
 

 

���. 14. &"
	�� ����� � ���������� ���������� >�������� 
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D���������� Y(v) ���� �������������@ !���� � 
"
	�� ��-
�������� >�������� �� ����������	� "����?���@ ������@ 
!���� � ����� �������� "������� �� ��. 12, 
 � ���A����@ E�-
�
���� (28). 

��������@ ��������� ��
� ��� (F � Y) ��E���-�@ �������� 
����� 
"
	�	� ������ "�����@���@ "��-�"
 �
"�"���-�� 
("��-�" ������������� �������@ ���), "�>���
 "����?���@ ��-
������� ������� q(F,Y) � v(F,Y) ��	
� !��� ��"����� � ���� 
(13), 	�� �������� "����������� )kj �"����@#� ��	����� ��. 15. 
�� >��� ��
��� "������� ���-�� (���� � ����� �"�� � ������ � 
"���� �"��) � >"#� ��	�!�#?�� �������� �� ��������� 
��	
���, "���A����� "� ��"������@� q � v � �������, ����� � 
"������ ������ ������ �� ��. 11. 
 

 
 

���. 15. ( �"�������# �������� "������������ 

 
'�@ �������� "������������ ����#��@ �"�������� ������-

C���@ (14). =� ������ "������������ ����
�� 
�������� �� 
������ ��E���-�# ����� !����, �� � ��E���-�# 
"
	�� �"�-
�, �. �. "����@�� E��
�
 (15). 

� ��
������ "��
��� ����
#?�� ���A���@ ��@ "������-
������: 
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2 2

3 3 4 6

2 2

2 3 17 1 3; ;
3 4 12 4 4

1 3 11 17 11 43; 1 .
6 4 12 12 12 144( ) ( )

qq qv
x x x x

vv
x x x x

l l l l
EI EI EI EI

l l l lD
EI EI EI EI

� � � �) � � � ) � � �� � � �
� � � �

� � � �) � � � � , � �� � � �
� � � �

(30) 

D���������� F(q) (�����������
 �������) "��
���, �C�� 
������
 
������� (13) "� �������� �������@� "�������. 
=��� ������ F ���������� ���, ���?���� v �������@ ����C� ��-
��� ( � ���-�@ Y ���� �
�# (��. ��. 12). %���� �!����, 
�"�������� "���� 
������� ������� (28), �. �. Y = 0. %�	�� �� 
(13) ����
��, ��� 

 ; .qq vqq F v F� ) � )  (31) 

(�>EE�-���� A�������� "���	� 
������ ������������ (5) 
�������  

 1
1 12 .

17
x

qq

E Ik
l

� �
)

 (32) 

D������@ ������� F0 � 
	�� "������ ����� q0 �� ����� 
����-
��� ������������ (��. ��. 4) ������� �� 
�����@, ��� ���?���� 
v ���������@ ����� ����
 (. $� (31) "��
���� ������C���@ 

 
0 2

0 0

1 ;
100

17 17 �� 0,812 .
12 1200

x x

vq

qq

EI EIF
ll

q F
l

(
� � ( �

)

(
� ) � � � 3

 (33) 

J��� �������� ������� F "������ �������� F0, �� ���?���� v 
������ !���C� ����� ( ���������	� 
"
	�	� >������� � "
A��� 
������ ��E���������@. ��� ����������
�� �����
 
������# 
������� (28), � ������� 
������� (13) "������� ��� 

 
;

sgn( ) .
qq qv

vq vv

q F Y

Y v F Y

� ) � )#%
& ) � ( � ) � )%'

 (34) 
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$� ����	� 
������@ ������� (34) "��
��� 

 2
1sgn ( ) sgn ( ),

100
v q

v v

F EIY F v v
l l- -

) (
� � � �

) )
 

	�� 
3 311 1

12 12v vv
x x

l l
E I E I-

� �) � ) � ) � � �� �
� �

 — "����@ "����������� 

������� "� ��"������# v, ����@ �
��� "������������ !���� � 
"
A��� ���������	� 
"
	�	� >�������. 

D������, ��� 2 .qq v vq qq D-) ) � ) � ) ) �  %�	�� �� "���	� 
����-
��@ ������� (34) ����
��, ��� 

 

2

144 144 12 ;
17 43 17 43 5

17 51 .
12 12

vqv

qq qq

x x

vq vq
qq

v v x x

F q
D D

EI EIq q
l l l l

Fl Flq F
EI l EI l

-

- -

# ))% � � ( �
) ) � ) ) �%

%
� �( (% � �� � � �& � � � �� � � �� �%

% � �) ) ( (� �% � ) � � ( � � � � �� � � �% ) ) � �� ��  '

 (35) 

(�>EE�-���� A�������� ����	� 
������ ������������ (10) 
�������  

 2
12 .
5

v x

qq

EIk
D l

-)
� �

) ) �
 (36) 

+������� A��������� ����	� � "���	� 
������� 
"
	�� ��-
���������� 

 1 2
12 12 60 204 144 ,
17 5 85 85

x x xEI EI EIk k
l l l

�� �� � � � � �� �
� �

 (37) 

� ��������  

 1 2 0
144 17 12( ) .
85 12 5

x xEI EIk k q
l l l l

, ( (
� � � ��

,
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%���� �!����, "��
���� ����
#?
# �����������
 �������: 

 � �

12 17
"� ;

17 12
12 17

sgn ( ) "� .
5 12

x

x

EI
q q

l lF q
EI

q q q
l l l

(# $%%� & ( (� �% � *� �% �  '

 (38) 

���������� >������ � �!���#��� A������� �"���� � ������ 
(��. ��. 11, �) "��
���, "���A�� "����������� �"� ����� �
�# 
() = 0). %�	�� "����@ "����������� ������� "� ��"������# v  

 
311 ,

12v vv
x

l
E I-) � ) �  

� �� ����	� 
������@ ������� (34) ����
��, ��� 

 2
12 1 sgn( ) .
11 100

F EIY v
l l

� �
� �� �

� �
 

'���� ����� 
2 17 12 12 43 12 ;

12 11 11 132 11

11 12 144 132 144 .
43 43 43 43

v q v q
qq

v v v v x x

vv v q x x

Fl Flq F
E I l E I l

E I E IF q q q
D D l l l l

� �) ) ( (� �� ) � � ( � � � � �� � � �) ) � �� ��  
) ) � �, ( (� �� � ( � � � �� � � �

� �� �
  (39) 

(�>EE�-���� A�������� ����	� 
������ ������������ (15) �������  

 2
132 .
43

v v xE Ik
D l
)

� �  (40) 

+������� A��������� ����	� � "���	� 
������� 
"
	�� ������-
������ 

 1 2
12 132 516 2244 1728 ,
17 43 17 43 17 43

x x xE I E I E Ik k
l l l

�� �� � � � � �� � , ,� �
 (41) 
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� ��������  

 1 2 0
1728 144( ) .
43 12 43

x xE I E Ik k q
l l l l

( (
� �� �

,
 

%���� �!����, "��
���� ����
#?
# �����������
 �������: 

 

12 17"� ;
17 12( )
132 12 17

sgn( ) "� .
43 11 12

x

x

E I
q q

l lF q
E I

q q q
l l l

(# $%%� & ( (� �% � *� �% �  '

 (42) 

������C���� A��������� ����	� � "���	� 
������� 
"
	�� 
������������ ��@ (38) ����� ��� 

 
2

1 2

2 1

12 5 171 1 ; ,
17 17 5

vqqq

v qq qq v

Dk k
k k- -

)) ) �
� � � � � � 1 � �

) ) ) )
 (43) 

� ��@ (42) 
2

1 2

2 1

144 43 1871 1 ; .
17 11 187 43

vq

qq vv qq vv

k D k
k k

)
� � � � � � 1 � �

) ) ) ) ,
 (44) 

��"����� ������ (26), "������ 
������� ���A���@ (29) � 
��������������
 ���
 (27). �� ��. 14 "������� ������������ 
�������������� ������� (27), "��������@ � ���C��!�. �"��C-
��@ ����@ ����������
�� ��
��# 
"
	�� �"� (43), � C������@ — 
�!���#��� A������ �"� (44). 

4. ������� �	����
����  
�	����� ����	��� �� 	
����!��  


����
 ����	�����	��% 

(������������ ������� � �
�����-�������� 
"
	�� ����-
���������, ����������� ��C�, �"�����#��@ �!���������� 
��EE���-������� 
�������� ����	� "�@��� � "�������� 
��
��
�� (5): 
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0 "� 1;

(1 ) sgn ( ) 0 "� 1.

x x x

x x x x

# � � $%
&

�1 � �1 � *%'

��
��

 (45) 

+�������� ���A���� � ���������� 
�����@��  

 (0) ; (0) 0.x A x� ��  (46) 

=� A $ 1 �C���� ����������
�� "����
 
������# ������� 
(45) — "���� ����� 
"
	�� ������������ — � ����� ���  

 ( ) cos ; ( ) sinx t A t x t A t� ��� . (47) 

� >��� ��
��� �
	���@ ������� � "���� ���!����� ����!���� �� 
�����@� �� ��"���
�� � � ���� �������������� 

 ( ) 1; 2 .A T� 	 	 �  (48) 

=� � * 1 "���� ����!���� ���������� �!� ����� 
"
	�� ��-
���������� � ���������� �� �������� ������� �� ������ ��-
��� ��������� ������. =�>���
 ��@ �	� �"�������@ ��������-
�� ��������� ���A���� �� "���� �� >��� ��������� 0 $ t $ T/4, 
��	�� ��������� ! ���@���@ �� � �� �
�@. �������� ������ t1, 
��	�� ��������� ! ���������@ ����� �����-�, >��� ������� ��-
����@ �� ��� ������. �� "���� �� ��� (0 $ t $ t1) �C���� ����-
������
�� �����
 
������# ������� (45) — ����� ����� 
"
-
	�� ������������ — � "� 
�����@� (46) ����� ��� 

2 2 2 2 2
1 1cos 1 ; sin ; 1 .x a t x a t a A� �� 1 � � �� 1 1 � � �� �1 1� �

�  (49) 

������ t1 ������ �� 
�����@ !2(t1) = 1: 

 1 2
1 1arccos ; 1 ( 1).t S a A

S
� � 1 � � 1 �

1
 (50) 

�� ����� ������ (t1 $ t $ T/4) �C���� ����������
�� "���� 
����� 
"
	�� ������������. '�@ �������C�� �������� �	� 

��!��� ��"�����, ��"����
@ � �������� �	
����� 4 = t – t1. ��� 
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�����A��, ��� ��� dt = d4 � ��EE���-������� 
������� ������-
������ 4 ���"����� � "���� 
�������� ������� (45): 

 1 1 1 1 1 1cos sin ; sin cos .x a b x a b� 4� 4 �� 4� 4�  (51) 

=� �������� �C���� ���!������ �!��"����� ��"�������� 
E
��-�� � �� "���������, �. �. ���A�� ��"���@���@ 
�����@ 

 1 1 2 1(0) 1; (0) ( ).x x x t� �� �  (52) 

H��#�� 

2
2

1 1 2
1 1 11; sin arccos 1 .Sa b a S
S

� � �
� � � 1 �� � ��� � 11� �

 (53) 

=� 41 = T/4 – t1 ����� !1 = 0, ���
�� 1 2arctg ,
1S

1
4 �

�
 � ����-

�������� 

2

2 1 1( ) ; 4 arccos arctg ; 1 ( 1).
1

A T S A
T S S

� �� 1� �� � � � � � 1 �
� �1 �� �

(54) 

K��
�� (54) "�����@#� "������������� ����������� ������� 
� ���!����� ����!���� �� ��"���
�� � ���������� ������� � ���-
�������� �
�����-�������� 
"
	�� ������������� "� � * 1. 

J��� � = 1, �� S = 1, T = 2� � � = 1, �. �. ��"���@#��@ 
�����@ 
�������� �C���@ (54)  � �C����� (48). 

=� � 5 6 ����� S 5 6, T 5 2 /� 1  � � 5 1 , �. �. ������� 
���������� ������� ����"��������� �������@ � ������� �������� 
�������, ���#?�� A��������, ���
# A�������� ����	� 
������ 
�
�����-�������� 
"
	�� ������������. ��� ����� �� ��. 17 – 19, 
	�� "���������� ��
������ ������� "� E��
��� (54) ��@ ����-
������� � 1 = 7/12 (25), 17/5 (43), 187/43 (44) �������������� (��. 17, 
18, 19, a "� 1 $ A $ 10 � � "� 1 $ A $ 2 — !���� "���!���). �� >��� 
A� ��
���� ��@ ��"���������@ "������� � ��
������ ������� "� 
�������������
 ��A� �����
 "@��� ��������-��. 
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���. 17. D���������� ������� ����!������ �� ��"���
�� �  

"� 1 = 7/12 ( 1 = 0,763763): 
� — ����� "�"���������@ (������); �L0 — ����� "@��� ��������-��  

(!�� ����); �L1 — ����� "@��� ��������-�� ("� �.�. =������)�

5. ������� �	����� ����	��� 

����
 ��%
�� ���	���	&�� 

����� ������� �� ������ ���������� ������������ ������ 
������� f(x) �������� ���A����� KLx � "�	���� ��@ ������ 

"
	�� ����������� �#!�	� ���� � ������� �� ������ "�"���-
������@, �!����� "�������@ �����	� �	������� ��������� � 
�
�����-��������� ��������������. 

(�>EE�-���� KL "��!��#� ���, ���!� ���������� ��������-
������ ������������ �� �������� !��� �������C�� �� ���� 
���"����� ��������@ �!�!?����	� "����?���@ ! "� ����!���-
@�. � �!?�� ��
��� �� ��
 ������@ ����������� ��A�� !��� 
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"��@� ����	�� �� ������� "���������@ �� ������� � ������	� 
��>EE�-�����, ����� n-� ���"��� ���?���@ !, ��@��� "� ����
 
�������
 ��������@ !. =� ����������� ������������ ����	- 
�� !����@ "� "������� ��������, �. �.  

 
 �2

0

( ) ( ) .
A

n
Ln LnI K f x K x x dx� �� ��  �  (55) 

 
���. 18. D���������� ������� ����!���� � �� ��"���
��  �  

"�  1 = 17/5 ( 1 = 1,8439): 
� — ����� "�"���������@ (������); �L0 — ����� "@��� ��������-��  

(!�� ����); �L1 — ����� "@��� ��������-�� ("� �.�. =������) 
 

D�"���� ���!������� 
������ �����
�� >��� �������� (�I/�KLn =  
= 0), "��
��� 
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 2 2 2 1

0 0

( )
A A

n n
LnK x dx f x x dx� ��� �   

��� 

 2 1
2 3

0

2 3 ( ) .
A

n
Ln n

n

A
K f x x dx�

�

�
� �  (56) 

'�@ �
�����-�������� ������������ f(x) ���� (27) �����: 

 
2 2

1 "� 1; (�)
1 1 12 3 "� 1. (!)
2 2

L n
n

A
K

n A
n A A �

!#
%� � 1& � �1 � � � *� �% � ��'

 (57) 

 
���. 19. D���������� ������� ����!���� � �� ��"���
��  �  

"�  1 = 187/43 ( 1 = 2,0854): 
� — ����� "�"���������@ (������); �L0 — ����� "@��� ��������-��  

(!�� ����); �L1 — ����� "@��� ��������-�� ("� �.�. =������) 
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=��������
�� ����������� KLn �� ��"���
�� � ���!����� 
����!���� ������� � ����������� �
�����-�������� 
"
	�� 
�������������. 

1. J��� � ������� (!) E��
�� (57) � = 1, �� KLn = 1. D�����, 
��"���@���@ 
������ �������� � �������� (�) ��� A� E��
��. 

2. J��� � ������� (!) E��
�� (57) � 5 6, �� KLn 5 1 (A���-
����� �������������� ������������ ����"��������� �������@ 
� A�������� ����	� 
������ �
�����-�������� ������������). 

%���� �!����, "�������� �C���@ (57), "��
�����	� ������� 
"@��� ��������-��, ����������� ���"����� � "��������� �C�-
��@ (54), "��
�����	� ������ �������. 

+�������� ��� ������� ��
��@ E��
�� (57), ���!���� ��A-
��� � "���������� ����� ����@. =���� — >�� "����@ ������-
��-�@ !�� ������	� ��>EE�-����� (n = 0):  

 0 2
1 1 13 .

2LK
A A

� 1 � �� 1 � �� �
� �

 (58) 

�.�. =������ [8] "����A�� 
���A��� ������� ����������� 
�� ������� ��>EE�-����, ����� ���?���#. � >��� ��
��� n = 1 � 

 1 4
1 1 15 .

4LK
A A

� 1 � �� 1 � �� �
� �

 (59) 

�� ��. 17, 18, 19 "���������� 	�E��� ��@ ����������� �  
1 = 7/12 (25), 17/5 (43), 187/43 (44) ��������������, 	�� ��������-
��� �L0 = 0LK  (*"�!�	
� �����) � �L1 = 1LK  (�����"�
� ��-
���) �� ��"���
�� � � ���"������ (�) 1 $ A $ 10 � (!) 1 $ A $ 2 
�����?��� � �����������# �(�) (����*�
� �����), "��
������ 
������ �������. 

��"���������� >��� 	�E���� "���������, ��� !���� !������ � 
������
 ��
����� ���� ��������-�@ "� �����
 �.�. =������ (59). 
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��+/03$�+$ 

��'()*++ -(/(*�+  
«����	��% ����
� � �!�����-�������  

������� �	�	����������» 

!�;���? /�'()*+@� -(/(*�? 

'�@ �������� ������������� ������������ ������� � ����� 
���"���# ���!��� � � �
�����-�������� ������������� 
"
	�-
	� ����"����@ (��. ��. 4) ��!
���@: 

1) �"������� �����������
 
"
	�	� ����"����@ �!�!?��-
��� ����� � ���� (10) (� �������� "���� ��. E��
�� (24), (38), 
(42)). =� $ = 200 �=�, l = 1 �, Ix = 5 · 10–9 �4 ����� ������� ���-
����@ q0 � F0;  

2) ������� 
������� ����!����; � "���?�# ��!�� ���C��-
!�� ������ � �!�!?����� ��������� (26) "������ 
������� � 
��������������
 ���
 (27); 

3) "������� � ���C��!� !�������
# �����������
 �����-
�� (��. ��. 10 � 16); 

4) �"������� ����������� ��"���
�� ���!����� ����!���� � 
�� ������� � "� max(A) = 2 � max(A) = 10 (� !��������� ����): 

– ������� "�"���������@ A(�); 
– ������� "@��� ��������-�� AL(�); 
5) ���������� �� ����� ����������� ����� 	�E��� "��
���-

��� ������������ A(�) � AL(�); ��������� ������� �������@ 
����"��� 	�E���� "� m = 400 �	, 2 = 25 �	,�2. 

=� %
4�� ���
*���� %
�
��� ��!
���@ ������� =
����� — 
R���C����� "������� �������
# ���
# ��@ ������������	� 
��-���@��� � ����� ���"���# ���!���, ���#?�	� "����������-
�
# �����������
 
"
	�	� >�������. 
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�(A�(*BC /�'()*+@� -(/(*�? 

$������� ������ ������� � ��!��-
. '�@ ��A��	� �������, 

�������	� � "���� ����!-�, ������ ���� �������� ����� (���-
�� ����!�-) � �������� �������@ !��������� ��>EE�-������, 
�"����@#?�� �� ������������ ��������. 

 
D ��. 1/� 7 8 9 D ��. 1/� 7 8 9 D ��. 1/� 7 8 9 

1 1 8 128 12 1 25 1 12 128 8 1 49 1 8 128 12 2 

2 2 8 128 12 1 26 2 12 128 8 1 50 2 8 128 12 2 

3 3 8 128 12 1 27 3 12 128 8 1 51 3 8 128 12 2 

4 4 8 128 12 1 28 4 12 128 8 1 52 4 8 128 12 2 

5 5 8 128 12 1 29 5 12 128 8 1 53 5 8 128 12 2 

6 6 8 128 12 1 30 6 12 128 8 1 54 6 8 128 12 2 

7 7 8 128 12 1 31 7 12 128 8 1 55 7 8 128 12 2 

8 8 8 128 12 1 32 8 12 128 8 1 56 8 8 128 12 2 

9 9 8 128 12 1 33 9 12 128 8 1 57 9 8 128 12 2 

10 10 8 128 12 1 34 10 12 128 8 1 58 10 8 128 12 2 

11 11 8 128 12 1 35 11 12 128 8 1 59 11 8 128 12 2 

12 12 8 128 12 1 36 12 12 128 8 1 60 12 8 128 12 2 

13 13 8 128 12 1 37 13 12 128 8 1 61 13 8 128 12 2 

14 14 8 128 12 1 38 14 12 128 8 1 62 14 8 128 12 2 

15 15 8 128 12 1 39 15 12 128 8 1 63 15 8 128 12 2 

16 16 8 128 12 1 40 16 12 128 8 1 64 16 8 128 12 2 

17 17 8 128 12 1 41 17 12 128 8 1 65 17 8 128 12 2 

18 18 8 128 12 1 42 18 12 128 8 1 66 18 8 128 12 2 

19 19 8 128 12 1 43 19 12 128 8 1 67 19 8 128 12 2 

20 20 8 128 12 1 44 20 12 128 8 1 68 20 8 128 12 2 

21 21 8 128 12 1 45 21 12 128 8 1 69 21 8 128 12 2 

22 22 8 128 12 1 46 22 12 128 8 1 70 22 8 128 12 2 

23 23 8 128 12 1 47 23 12 128 8 1 71 23 8 128 12 2 

24 24 8 128 12 1 48 24 12 128 8 1 72 24 8 128 12 2 
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